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1.引言
利用单粒子格林函数可以计算系统的可观测量并研究系统对于外界扰动的响应，这种理论计算的方法称为格林函

数法。对于系统物性的研究，格林函数法主要具有如下的三个优点：

（1）它允许我们从简单的系统出发去处理较为复杂的系统。比如对于一个有限大，含有缺陷的晶格，我们可以开始

计算完美的满足周期平移性的晶格对应的格林函数，然后将界面和缺陷的影响作为扰动项来计算实际的格林函数。

（2）格林函数法不仅能够计算系统稳态的性质，还能够计算系统对于外界的响应（线性响应理论）。

（3）格林函数法可以用作计算无序系统。

对于有限大小的系统，可以使用实空间戴森公式来计算系统的推迟格林函数，𝐺 (𝜀) =
r ∞
−∞ 𝑑𝑡 [−𝑖𝜃 (𝑡−𝑡′)(𝜓(𝒓, 𝑡)𝜓†(𝒓′, 𝑡′)+

𝜓†(𝒓, 𝑡)𝜓(𝒓′, 𝑡′))] · 𝑒𝑥𝑝 [𝑖(𝜀+ 𝑖𝜂)𝑡/ℏ] = (𝜀−𝐻 (𝒓))−1；对于满足平移不变性和周期性边界条件的无限大的系统，可以使用倒

空间戴森公式来计算系统的推迟格林函数𝐺 (𝜀) =
r ∞
−∞ 𝑑𝑡 [−𝑖𝜃 (𝑡− 𝑡′) (𝜓(𝒌, 𝑡)𝜓†(𝒌′, 𝑡′) +𝜓†(𝒌, 𝑡)𝜓(𝒌′, 𝑡′))] ·𝑒𝑥𝑝 [𝑖(𝜀+𝑖𝜂)𝑡/ℏ] =

(𝜀−𝐻 (𝒌))−1。而对于半无限大的系统，因为它的哈密顿量对应的矩阵既为无限大，又不满足平移不变性，所以计算它的

格林函数遇到了困难。下面将介绍三类计算半无限大系统格林函数的方法（1）基于表面格林函数递归关系的方法（2）

基于振幅转移矩阵的加速迭代法（3）基于直接计算波函数系数和相邻层波函数相对相位的本征值方法。文章最后给出

了分别用递归（简单迭代）和振幅转移矩阵计算半无线长金属导线自能的 matlab代码。

2.局域基和横向模态的分离
我们假设系统在界面内具有平移不变性，但是在垂直于界面的方向上平移不变性被打破，记这个方向为 z方向。主

层（principal layer，简记为 PL）是 z方向由一个或多个原子层组成的原胞，只考虑最近邻主层的相互作用。平面波函

数定义为界面上的原子在 k空间的态函数。

| 𝒌̄, 𝑧,𝛼, 𝑖 >= 1√
𝑁𝑥𝑁𝑦

∑̄
𝑹

𝑒𝑖𝒌̄ ·𝑹̄ | 𝑹̄, 𝑧,𝛼, 𝑖 > (1)

式中 𝑹̄是晶格矢量在平面内的投影，𝑧是主层的标记，𝑖标记主层内部的原子层，𝛼表示自旋和轨道自由度。

系统的波函数可以展开为不同平面波函数的线性叠加

|𝜓( 𝒌̄𝑘 𝑧) >=
∑
𝑧,𝛼𝑖

𝐶𝑧,𝛼𝑖 | 𝒌̄, 𝑧,𝛼, 𝑖 > (2)

式中

𝐶𝑧,𝛼𝑖 = 𝑒𝑖𝑘𝑧 𝑧𝐶𝛼𝑖 (3)

使用平面波函数作为基函数，薛定谔公式 𝐻 |𝜓 >= 𝐸 |𝜓 >变成了∑
𝑚

𝐻̄𝑛𝑚𝐶𝑚 = 0 (4)
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式中 𝐻̄ 定义为

𝐻̄𝑛𝑚 |𝛼𝑖𝛽 𝑗 =< 𝒌̄, 𝑛,𝛼𝑖 |𝐻 −𝐸 | 𝒌̄,𝑚, 𝛽 𝑗 >= 𝐻𝑛𝑚 |𝛼𝑖𝛽 𝑗 −𝐸𝑆𝑛𝑚 |𝛼𝑖𝛽 𝑗 (5)

式中 𝐻 是用平面波函数作为基函数表示的哈密顿量对应的矩阵，𝑆 是基函数对应的重叠矩阵。在很多应用中平面波函

数假设是正交的，𝑆𝑛𝑚 |𝛼𝑖𝛽 𝑗 = 𝛿𝑛𝑚𝛿𝛼𝛽𝛿𝑖 𝑗。计算格林函数的公式 (𝐸 −𝐻)𝐺 = 1可以写作∑
𝑚

𝐻̄𝑛,𝑚𝐺𝑚,𝑛′ = −𝛿𝑛𝑛′ (6)

式中 𝐺𝑚,𝑛′ 代表在平面波函数作为基函数下格林函数的矩阵元。

由于只考虑最近邻主层的相互作用，公式 (4)(6)中对 𝑧的求和只包含三项

𝐻̄𝑛,𝑛+1𝐶𝑛+1 + 𝐻̄𝑛,𝑛𝐶𝑛 + 𝐻̄𝑛,𝑛−1𝐶𝑛−1 = 0 (7)

𝐻̄𝑛,𝑛+1𝐺𝑛+1,𝑛′ + 𝐻̄𝑛,𝑛𝐺𝑛,𝑛′ + 𝐻̄𝑛,𝑛−1𝐺𝑛−1,𝑛′ = −𝛿𝑛𝑛′ (8)

利用块体内部的周期平移不变性可以做进一步的简化 𝐻̄𝑛,𝑚 = 𝐻̄𝑚−𝑛。选取 𝑛′ = 0作为参考层，公式（7）（8）可以写成

𝐻̄1𝐶1 + 𝐻̄0𝐶0 + 𝐻̄1̄𝐶1̄ = 0 (9)

𝐻̄1𝐺𝑛+1，0 + 𝐻̄0𝐺𝑛,0 + 𝐻̄1̄𝐺𝑛−1,0 = −𝛿𝑛0 (10)

3.表面和界面的自能
很多时候我们要计算半无限系统的格林函数，例如要计算系统表面的性质（图 1a）或者计算输运行为（图 1b）。

3.1连接两个系统
我们首先考虑两个未连接的系统 A,B，如图 2(a)所示，它们的格林函数分别记为 𝐺0

𝐴𝐴和 𝐺0
𝐵𝐵。接下来通过引入界

面处的相互作用能 𝑉𝑎𝑏 和 𝑉𝑏𝑎 将两个系统连接在一起。连接后系统的格林函数写为

𝐺 = (𝐸 −𝐻0 −𝑉)−1 = ((𝐺0)−1 −𝑉)−1 (11)

式中

𝐺 =

(
(𝐺0

𝐴𝐴)−1 −𝑉𝐴𝐵

−𝑉𝐵𝐴 (𝐺0
𝐵𝐵)−1

)−1

(12)
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𝑉𝐴𝐵 和 𝑉𝐵𝐴在界面以外的区域都为零。通过矩阵的逆运算我们可以得到

𝐺𝐴𝐴 = ((𝐺0
𝐴𝐴)−1 −𝑉𝑎𝑏𝐺

0
𝑏𝑏𝑉𝑏𝑎)−1

𝐺𝐵𝐵 = ((𝐺0
𝐵𝐵)−1 −𝑉𝑏𝑎𝐺

0
𝑎𝑎𝑉𝑎𝑏)−1

𝐺𝐵𝐴 = 𝐺0
𝐵𝑏𝑉𝑏𝑎𝐺𝑎𝐴

𝐺𝐴𝐵 = 𝐺0
𝐴𝑎𝑉𝑎𝑏𝐺𝑏𝐵

(13)

式中小写字母表示相互作用限制在界面处。

这个看起来很简单的结果十分的重要。由于A，B之间的相互作用范围有限，我们可以通过一个小矩阵来计入一个系

统对另一个系统的影响，这一项称作自能项 Σ =𝐺−1
0 −𝐺−1。由于A的存在，B的格林函数中要加入自能项 Σ =𝑉𝑏𝑎𝐺

0
𝑎𝑎𝑉𝑎𝑏，

由于 B部分的存在，A部分的格林函数中要加入自能项 Σ =𝑉𝑎𝑏𝐺
0
𝑏𝑏𝑉𝑏𝑎。因此，对于图 1中存在表面的系统，我们可以

将块体对表面区域格林函数的影响用一个只依赖于块体性质和块体与表面相互作用的自能项来表示。类似的，我们可

以将很多区域 𝐴𝑖, 𝑖 = 1,2, ..., 𝑁 连接到区域 B。如果每个区域 𝐴𝑖 互不交叠，对 B存在影响而产生的自能项是叠加的

𝐺𝐵 = ((𝐺0
𝐵)−1 −

𝑁∑
𝑖=1

Σ𝐴𝑖
)−1 (14)

式中 Σ𝐴𝑖
=𝑉𝐵𝑖𝐺

0
𝑖𝑖𝑉𝑖𝐵，上标 0代表是未连接时该部分的格林函数。因此，对于图 1(b)中所示的电子输运装置，我们可以

将所有半无线长引线 𝐴𝑖 对探测器 C的影响用自能项来表示，这些自能可以被看作从 C到 𝐴𝑖 载流子的逃逸速度。

3.2含有表面的系统的格林函数
从另一个角度看，公式（13）可以用作在给定各独立部分的格林函数和各部分之间相互作用的情况下，得到各部分

连接后的系统的所有格林函数矩阵元，𝐺𝐴𝐴和 𝐺𝐵𝐵 分别代表 A和 B系统的格林函数矩阵元，𝐺𝐴𝐵 和 𝐺𝐵𝐴代表接触界
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面格点的格林函数矩阵元。我们可以用上一小节的结果推导表面格林函数，将公式（11）写作

𝐺 = 𝐺0 +𝐺0𝑇𝐺0

𝑇 =𝑉 (1−𝐺0𝑉)
(15)

上式的证明：𝐺 = ((𝐺0)−1−𝑉)−1 = 1
( (𝐺0 )−1−𝑉 ) =

1
(𝐺0 )−1 (1+𝑉 1

(𝐺0 )−1−𝑉 ) =𝐺0(1+𝑉 ((𝐺0)−1−𝑉)−1) =𝐺0(1+𝑉 ((𝐺0)−1(1−𝐺0𝑉))−1) =
𝐺0(1+𝑉 (1−𝐺0𝑉)−1𝐺0)
式中 𝐺0是各部分的格林函数，𝑉 是表面的相互作用能。我们这么做的原因是矩阵 𝑇 的矩阵元只局域在表面区域，也就

是说 𝑇 =𝑉𝑠𝑠 (1−𝐺0
𝑠𝑠𝑉𝑠𝑠)−1，式中 𝑠 = 𝑎

⋃
𝑏表示界面区域。

然后将公式（15）投影到界面区域，求解出 T，我们可以得到

𝑇 = G0−1(G −G0)G0−1 (16)

式中 G0 =𝐺0
𝑠𝑠 是独立部分格林函数的界面投影，G =𝐺𝑠𝑠 是连接外部后格林函数的界面投影。我们可以从公式（15）得

到连接系统的格林函数

𝐺𝐴𝐴 = 𝐺0
𝐴𝐴+𝐺0

𝐴𝑎G0−1
𝑎𝑎 (G𝑎𝑎 −G0

𝑎𝑎)G0−1
𝑎𝑎 𝐺0

𝑎𝐴

𝐺𝐴𝐵 = 𝐺0
𝐴𝑎G0−1

𝑎𝑎 G𝑎𝑏G0−1
𝑏𝑏 𝐺0

𝑏𝐵

(17)

因为独立系统的格林函数在界面上没有矩阵元。因此，通过匹配格林函数的界面投影矩阵元，我们成功得到了含有界

面的系统的所有格林函数矩阵元。当投影于界面区域时，格林函数的表面投影可以直接从公式（12）得到

G = (G0
𝑎𝑎 +G0

𝑏𝑏 −ΔH)−1 (18)

式中 ΔH 表示表面相互作用。最简单的情形下，表面扰动只是通过界面耦合 𝑉。原则上来说，它可以包括更多复杂的

物理，例如肖特基势垒，缺陷或其他表面效应。

3.3键切割和去除原子
在 3.1 节中我们展示了块体格林函数可以通过连接两个表面格林函数得到。类似的技巧也可以用来解决相反的问

题，即从块体的格林函数得到各部分的格林函数。半无线介质的格林函数可以通过切割键或者去除原子来将块体的格

林函数分裂成两个独立的部分来获得。为了使用这个方法，我们需要在界面处移除够多的原子或者切除足够多的化学

键使得两边的部分不再有相互作用。轨道切割技术如图 2(b)所示。通过引入一个额外的大小相等，方向相反的相互作

用来关闭原子间的相互作用。如果 𝐺0 是块体格林函数，𝑉𝑎𝑏 = −𝐻1，𝑉𝑏𝑎 = −𝐻1̄，其中 𝐻1̄ = 𝐻†
1 是主层之间的相互作用

能，我们可以将公式（11）写成

𝐺 = −[

©­­­­­­«

. . .

𝐻̄0 𝐻̄1

𝐻̄1̄ 𝐻̄0
. . .

ª®®®®®®¬
+

©­­­­­­«

. . .

0 −𝐻̄1

−𝐻̄1̄ 0
. . .

ª®®®®®®¬
]−1 = (

𝐺𝐴𝐴 0
0 𝐺𝐵𝐵

) (19)

式中 𝐺𝐴𝐴和 𝐺𝐵𝐵 根据定义是表面格林函数。对于一个实际的计算，最方便的方法是始于公式（15）

𝐺𝑆𝑆 = 𝐺0
𝑆𝑆 +𝐺0

𝑆𝑠𝑡𝑠𝑠𝐺
0
𝑠𝑆 (20)

式中 𝑆 = 𝐴
⋃

𝐵。界面层间的格林函数矩阵元必须为零，用来保证所有的键被正确切割。

去除原子技巧，如图 2（c）所示，是通过设置界面处原子的能级到无穷大产生相同的结果。如果 𝐺0是块体格林函

数，𝑉𝑎𝑏 =𝑉𝑏𝑎 = 0,𝑉𝑎𝑎 =𝑉𝑏𝑏 = 𝑢 →∞，公式 (11)变成

𝐺 = −[

©­­­­­­«

. . .

𝐻̄0 𝐻̄1

𝐻̄1̄ 𝐻̄0
. . .

ª®®®®®®¬
+

©­­­­­­«

. . .

𝑢 0
0 𝑢

. . .

ª®®®®®®¬
]−1 = (

𝐺𝐴𝐴 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 𝐺𝐵𝐵

) (21)
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最后结果里面的矩阵 𝐺𝐴𝐴和 𝐺𝐵𝐵是表面格林函数，和（19）式对比，我们可以地看出键切割和去除原子技巧的等价性。

对于实际的计算，我们从公式（15）出发，系统表面区域 𝑠和剩余区域 𝑆 = (𝐴⋃
𝐵)/𝑠之间的格林函数矩阵元是

𝐺𝑠𝑠 = 𝐺0
𝑠𝑠 +𝐺0

𝑠𝑠𝑇𝑠𝑠𝐺
0
𝑠𝑠

𝐺 𝑆̄𝑠 = 𝐺0
𝑆̄𝑠
+𝐺0

𝑆̄𝑠
𝑇𝑠𝑠𝐺

0
𝑠𝑠

𝐺𝑠𝑆̄ = 𝐺0
𝑠𝑆̄
+𝐺0

𝑠𝑠𝑇𝑠𝑠𝐺
0
𝑠𝑆̄

𝐺 𝑆̄𝑆̄ = 𝐺0
𝑆̄𝑆̄

+𝐺0
𝑆̄𝑠
𝑇𝑠𝑠𝐺

0
𝑠𝑆̄

(22)

当 𝑢 →∞时，𝑇 →−(𝐺0
𝑠𝑠)−1。因此，表面区域和系统其余部分之间的格林函数矩阵元素等于 0。

𝐺𝑠𝑠 = 𝐺 𝑆̄𝑠 = 𝐺𝑠𝑆̄ = 0
𝐺 𝑆̄𝑆̄ = 𝐺0

𝑆̄𝑆̄
−𝐺0

𝑆̄𝑠
(𝐺0

𝑠𝑠)−1𝐺0
𝑠𝑆̄

(23)

一般来说，原子去除技巧用到的表面矩阵比键切割方法小一半，更不容易出错。

如果我们已经有块体格林函数的话这个技巧非常的实用。我们在第 6节中也将会介绍，如果我们求解哈密顿量的

本征函数和本征值，可以直接得出表面格林函数而不需要先计算块体格林函数。

4.自能的递归关系
这一节关注于计算半无限介质的格林函数。递归（或者称为连续分数）法将给定层的格林函数 𝐺𝑛𝑛 和相邻层的格

林函数 𝐺𝑛+1,𝑛+1，𝐺𝑛−1,𝑛−1联系起来。如果我们从表面层 𝑛 = 0开始，并执行递归过程到无限深，将考虑所有层对表面层
的影响。但是在实际的计算中我们必须在一定的深度截断递归过程，相当于只考虑有限相邻层对表面层的影响。同样

的，递归也可以很方便的写成迭代的形式，在迭代方法中，某一层的格林函数的迭代值 𝐺 (𝑛) 可以从上次迭代得到的值

𝐺 (𝑛−1) 得出。有限次数的迭代等价于递归到有限深度。因此，这两个方法都等价于在距离表面有限层处截断半无限长介

质。递归或迭代的方法和简单的截断相比有非常大的优点，因为连续递归和迭代可以用来估计截断的误差，我们将在

第 7节讨论这一点。

简单截断，递归和简单迭代方法这三种方法的计算步骤不同，但是有相同的物理思想，它们的复杂度随着计算的深

度线性增加。由于它们有相同的收敛性，我们把这些技术统称为递归方法。

根据上一节的规定，我们将半无限长介质分成两部分，第一部分是表面处的主层，第二部分是系统剩余的半无线

长的部分。在上一节的标记法中，C是表面的孤立主层，下文记为符号 0，A是编号从 1到∞的主层。利用公式（14），

考虑到 A区域的自能项，我们可以得到格林函数 𝐺00 的表达式。

𝐺𝑅
00 = ((𝐺0

00)−1 −𝐻01𝐺11𝐻10)−1 = ((𝐺0
00)−1 −Σ𝑅

00)−1 (24)

式中 𝐺0
𝑖𝑖 = (𝐸𝑆𝑖𝑖 −𝐻𝑖𝑖)−1 是孤立主层的格林函数。
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图 2.1

我们可以继续将半无限长的部分分离成表面主层和剩余部分，如图 2.1所示。下一步等价于应用 Σ𝑅 的递归公式

Σ𝑅
00 = 𝐻01((𝐺0

11)−1 −Σ𝑅
11)−1𝐻10 (25)

一般来说，对于左表面 (i>0)，由于第 i+1个主层影响而产生的第 i个主层的自能为

Σ𝑅
𝑖,𝑖 = 𝐻𝑖,𝑖+1𝐺 𝑖+1,𝑖+1𝐻𝑖+1,𝑖 = 𝐻𝑖,𝑖+1((𝐺0

𝑖+1,𝑖+1)−1 −Σ𝑅
𝑖+1,𝑖+1)−1𝐻𝑖+1,𝑖 (26)

对于右表面 (i<0)，

Σ𝐿
𝑖,𝑖 = 𝐻𝑖,𝑖−1𝐺 𝑖−1,𝑖−1𝐻𝑖−1,𝑖 = 𝐻𝑖,𝑖−1((𝐺0

𝑖−1,𝑖−1)−1 −Σ𝐿
𝑖−1,𝑖−1)−1𝐻𝑖−1,𝑖 (27)

同样的方法可以被用来计算无限长固体的格林函数。这种情况下我们将块体分成左中右三部分，然后使用公式（14），

中间区域的格林函数可以写成

𝐺00 = ((𝐺0
00)−1 −𝐻01𝐺11𝐻10 −𝐻01̄𝐺 1̄1̄𝐻1̄0)−1 = ((𝐺0

00)−1 −Σ𝑅
00 −Σ𝐿

00)−1 (28)

式中 Σ𝑅
00 和 Σ𝐿

00 分别由公式（26）（27）给出。

考虑一维系统的输运，表面格林函数可以表达为连分式

𝐺𝑅
00 =

1
𝐸 −𝐻00 − 𝐻01𝐻10

𝐸−𝐻11−
𝐻12𝐻21

𝐸−𝐻22−···

(29)
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在这个表达式中只有两种类型的项：𝑎𝑖 = (𝐸 −𝐻𝑖,𝑖)−1 和 𝑏𝑖 = 𝐻𝑖,𝑖+1𝑎𝑖+1𝐻𝑖+1,𝑖。

注意一直到这一步，我们并没有假设系统是同质的，也就是由重复的相同层构成。在这方面，递归比简单迭代，加

速迭代（第 5节）或本征值（第 6节）方法更一般化，它是唯一对于无限，非周期性固体适用的方法。

如果系统是由相同的层构成，那么有 𝐻𝑛,𝑛+1 = 𝐻1，𝐻𝑛,𝑛−1 = 𝐻1̄，𝐺0
𝑛𝑛 = 𝐺00，递归公式（26）（27）变成

Σ = 𝐻1((𝐺0
00)−1 −Σ)−1𝐻1̄ (30)

由于所有的量都用矩阵表示，这是一个非线性方程组，可以用 Newton-Raphson计算方法精确求解。如果 𝐻0和 𝐻1

是标量，这个解是容易的。例如，对于一个有格点势 𝜀0和最近邻跃迁矩阵元 𝑤的一维半无线长链，自能的递归公式为

Σ = 𝑤2 [𝜀− 𝜀0 −Σ]−1 (31)

定义 𝜎 = Σ/𝑤，𝑥 = (𝜀−𝜀0)/𝑤，公式（31）可以写成 𝜎 = (𝑥−𝜎)−1，它的解为 𝜎 = 𝑥
2 ±

√
𝑥2

4 −1。正负号的确定根据 𝐼𝑚Σ < 0。
一个求解非线性公式（30）的迭代的方式为将公式（30）写成

Σ (𝑛+1) = 𝐻1((𝐺0
00)−1 −Σ (𝑛) )−1𝐻1̄ (32)

式中 Σ (0) = 0。这本质上是一种简单的迭代技术。另一种将递归方法重新表述为迭代方法的方法是使用振幅转移矩阵。
振幅转移矩阵定义为

𝐺𝑛+1,𝑚 = 𝑇𝐺𝑛,𝑚

𝐺𝑛−1,𝑚 = 𝑇𝐺𝑛,𝑚

(33)

这个方法很自然地引出了我们下一节中将要研究的加速迭代技术。

当 𝑛 = 0时，块体格林函数部分的表达式可以从公式（10）得到

𝐻̄1𝐺10 + 𝐻̄0𝐺00 + 𝐻̄1̄𝐺 1̄0 = −1 (34)

使用 𝑇 和 𝑇 的定义我们可以得到

𝐺00 = −(𝐻̄0 + 𝐻̄1𝑇 + 𝐻̄1̄𝑇)−1 (35)

设置左右表面相应的哈密顿量为 0，我们可以得到右边和左边表面格林函数的表达式

𝐺𝑅
00 = −(𝐻̄0 + 𝐻̄1𝑇)−1

𝐺𝐿
00 = −(𝐻̄0 + 𝐻̄1̄𝑇)−1

(36)

通过和公式（24），（28）比较，我们可以看出振幅转移矩阵正比于自能或表面格林函数。

Σ𝑅 = 𝐻1𝑇， 𝑇 = 𝐺𝑅
00𝐻1̄

Σ𝐿 = 𝐻1̄𝑇， 𝑇 = 𝐺𝐿
00𝐻1

(37)

从公式（8）我们可以得出当 𝑛′ = 0，𝑛 ≠ 0时有

𝐺𝑛,0 = −𝐻̄−1
0 (𝐻̄−1𝐺𝑛−1,0 + 𝐻̄1𝐺𝑛+1,0) (38)

对于 𝑛 > 0，使用 T的定义式（33），我们可以得到

𝑇 = −(1+ 𝐻̄−1
0 𝐻̄1𝑇)−1𝐻̄−1

0 𝐻̄−1 (39)

等价的，对于 𝑛 < 0，使用 𝑇 的定义我们可以得到

𝑇 = −(1+ 𝐻̄−1
0 𝐻̄−1𝑇)−1𝐻̄−1

0 𝐻̄1 (40)
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标记 𝑢0 = −𝐻̄−1
0 𝐻̄−1,𝑣0 = −𝐻̄−1

0 𝐻̄1，上面的表达式可以写成

𝑇 = (1− 𝑣0𝑇)−1𝑢0

𝑇 = (1−𝑢0𝑇)−1𝑣0
(41)

注意到如果 𝐻̄−1 = 𝐻̄1 的话，𝑇 和 𝑇 的公式变得完全一样。

方程组（41）可以通过迭代的方法求解

𝑇 (𝑛+1) = (1− 𝑣0𝑇
(𝑛) )−1𝑢0

𝑇 (𝑛+1) = (1−𝑢0𝑇
(𝑛) )−1𝑣0

(42)

式中 𝑇 (0) = 0，𝑇 (0) = 0。

5.加速迭代
在本节中，我们展示了加速上一节中开发的迭代方案的可能性。其理念是在每个步骤中关联两层非相邻的主层，而

不是关联相邻的主层。这个技术可以通过格林函数法和振幅转移矩阵法实现。我们将在第 7节中说明加速迭代方案的

收敛性与递归方法有很大的不同。

对于 𝐺𝑛−1,0 和 𝐺𝑛+1,0，我们递归地应用 (38)式。我们能够得到联系 𝐺𝑛,0 和 𝐺𝑛±2,0 的公式

𝐺𝑛,0 = 𝑢1𝐺𝑛−2,0 + 𝑣1𝐺𝑛+2,0 (43)

式中 𝑢1 = (1−𝑢0𝑣0 − 𝑣0𝑢0)−1𝑢2
0，𝑣1 = (1−𝑢0𝑣0 − 𝑣0𝑢0)−1𝑣2

0。第 𝑖次迭代后我们可以得到一般的公式

𝐺𝑛,0 = 𝑢𝑖𝐺𝑛−2𝑖 ,0 + 𝑣𝑖𝐺𝑛+2𝑖 ,0 (44)

式中

𝑢𝑖 = (1−𝑢𝑖−1𝑣𝑖−1 − 𝑣𝑖−1𝑢𝑖−1)−1𝑢2
𝑖−1

𝑣𝑖 = (1−𝑢𝑖−1𝑣𝑖−1 − 𝑣𝑖−1𝑢𝑖−1)−1𝑣2
𝑖−1

(45)

我们可以清楚地看到在迭代 𝑖次后我们已经考虑了 2𝑖 个临近层的相互作用。取 𝑛 = 2𝑖，我们可以写出（44）式的前几个

公式

𝐺1,0 = 𝑢0𝐺0,0 + 𝑣0𝐺2,0， 𝑖 = 0
𝐺20 = 𝑢1𝐺0,0 + 𝑣1𝐺4,0， 𝑖 = 1

· · · · · ·
𝐺2𝑖0 = 𝑢𝑖𝐺0,0 + 𝑣𝑖𝐺2𝑖+1 ,0， 𝑖

(46)

将它们以从下到上的顺序带入，考虑到可以迭代到 𝑣𝑖 充分小，我们可以得到公式 𝐺1,0 = 𝑇𝐺0,0，式中

𝑇 = 𝑢0 + 𝑣0𝑢1 + 𝑣0𝑣1𝑢2 + · · · + 𝑣0 · · ·𝑣𝑖−1𝑢𝑖 + · · · (47)

对于 𝑛 < 0，我们可以得到 𝐺−1,0 = 𝑇𝐺0,0，式中

𝑇 = 𝑣0 +𝑢0𝑣1 +𝑢0𝑢1𝑣2 + · · · +𝑢0 · · ·𝑢𝑖−1𝑣𝑖 + · · · (48)

通过将 𝑢 和 𝑣 的定义代入传递矩阵的表达式，我们可以显式地证明 𝑇 和自能的等价性。对振幅转移矩阵地连续近似使

考虑到的层数翻了一倍。

值得注意的是，这种加速迭代技术和上一节讨论的迭代技术都有效地计算了半无限系统的自能。对于简单迭代过

程，𝑁 次迭代后产生的自能对应于 𝑁 层系统，而对于加速技术则对应于 2𝑁 层系统。例如，通过检查一维链的自能的解

析结构，很容易看出，使用迭代过程的任何近似级别的解析结构都不同于真正无限系统的解析结构。格林函数和自能

的收敛性将在第 7节中详细讨论。在下一节中，我们将开发一种不依赖于迭代过程的计算自能的方法。

6.本征值方法
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哈密顿量的传播和耗散态统称为系统的复能带结构。为了出格林函数，我们必须了解复能带结构。然而，这种方法

要计算久期公式特征多项式的复根，这个计算量非常大。幸运的是，复能带结构可以通过对角化哈密顿量的伴生矩阵

得到。

对于一个无限周期性系统，相邻层的波函数通过公式（3）中所示的相位因子联系在一起。从式（9）中确定相位因

子是困难的，因为它涉及到求复多项式的根。但是，有可能将公式（9）写作本征值公式的形式，这样的话，相位因子

就是哈密顿量伴随矩阵的本征值。(
−(𝐻̄1)−1𝐻̄0 −(𝐻̄1)−1𝐻̄1̄

1 0

) (
𝐶0

𝐶1̄

)
= 𝑒𝑖𝑘𝑧Δ𝑧

(
𝐶0

𝐶1̄

)
(49)

式中第二行就是定义式 𝐶0 = 𝑒𝑖𝑘𝑧Δ𝑧𝐶1̄。复能带结构由满足公式（49）的复波矢 𝑘 𝑧 构成。本征态可以分为向右传播（衰

减）波 𝑘>𝑧 和向左传播（衰减）波 𝑘<𝑧，对应的本征矢分别记为 𝐶> 和 𝐶<。

类似的，我们可以将公式（10）写成(
−(𝐻̄1)−1𝐻̄0 −(𝐻̄1)−1𝐻̄1̄

1 0

) (
𝐺𝑛,0

𝐺𝑛−1,0

)
=

(
𝐺𝑛+1,0

𝐺𝑛,0

)
+

(
(𝐻̄1)−1𝛿𝑛,0

0

)
(50)

式中第二行为简单的重复 𝐺𝑛,0 = 𝐺𝑛,0。公式（50）定义了传输矩阵 𝑇，因为它将第 𝑛个主层的格林函数和第 𝑛+1个主
层的格林函数联系起来。传递矩阵的逆 𝑇−1 则相反，即它将第 𝑛个主层的格林函数和第 𝑛−1个主层的格林函数联系起
来。顺便说一下，传递矩阵只是哈密顿量的伴随矩阵，式 (49)可以重新解释为传递矩阵的特征值公式。

我们可以通过公式（50）得到格林函数的表达式。如果当 𝑛 > 0时，格林函数满足公式 (50)，并且在无穷远处可归

一化。

𝑇

(
𝐺𝑛,0

𝐺𝑛−1,0

)
=

(
𝐺𝑛+1,0

𝐺𝑛,0

)
(51)

那么格林函数必须为这样的形式 (
𝐺𝑛+1,0

𝐺𝑛,0

)
=

(
𝐶>

𝑛+1𝑔1

𝐶>
𝑛 𝑔1

)
(52)

式中 𝑔1 是待确定的常数。如果格林函数满足公式 (50)对于 𝑛 < 0，并且在负无穷远处可归一化。(
𝐺𝑛,0

𝐺𝑛−1,0

)
= 𝑇−1

(
𝐺𝑛+1,0

𝐺𝑛,0

)
(53)

那么格林函数必须扩展到左的状态 (
𝐺𝑛,0

𝐺𝑛−1,0

)
=

(
𝐶<

𝑛 𝑔2

𝐶<
𝑛−1𝑔2

)
(54)

式中 𝑔2 是另一个待确定的系数。注意，两个表达式中使用了相同的波函数系数 𝐶，因为 𝑇 和 𝑇−1 必须具有相同的特征

向量集，因为每个矩阵都与它的逆矩阵对易。对于 𝑛 = 0，我们有(
−(𝐻̄1)−1𝐻̄0 −(𝐻̄1)−1𝐻̄1̄

1 0

) (
𝐶<

0 𝑔2

𝐶<
1̄ 𝑔2

)
=

(
𝐶>

1 𝑔1

𝐶>
0 𝑔1

)
+

(
(𝐻̄1)−1

0

)
(55)

这个公式的第二行是 𝑔1 = (𝐶>
0 )−1𝐶<

0 𝑔2，第一行是

𝐻̄0𝐶
<
0 𝑔2 + 𝐻̄1̄𝐶

<
1̄ 𝑔2 +𝐻1𝐶

>
1 𝑔1 = 1 (56)

可以分别求解 𝑔2 和格林函数。

𝐺00 = −𝐶<
0 𝑔2 = −(𝐻̄0 +𝐻1̄𝐶

<
1̄ (𝐶

<
0 )−1 +𝐻1𝐶

>
1 (𝐶>

0 )−1)−1 (57)
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另外，通过和公式（35）对比，我们可以得出振幅转移矩阵的表达式为

𝑇 = 𝐶>
1 (𝐶>

0 )−1

𝑇 = 𝐶<
1̄ (𝐶

<
0 )−1

(58)

在这种记号中，振幅转移矩阵有非常明确的物理意义。它们除以参考层的振幅，并在右/左一层创建了相应的振幅。如

果记 Λ≷ 为 𝑇 的本征值组成的对角矩阵。

𝑇 = 𝐶>
0 Λ

> (𝐶>
0 )−1

𝑇 = 𝐶<
0 (Λ<)−1(𝐶<

0 )−1
(59)

再次使用公式（3），将振幅转移矩阵带入波函数产生

𝑇𝐶>
0 = 𝐶>

0 Λ
> = 𝐶>

1

𝑇𝐶<
0 = 𝐶<

0 (Λ<)−1 = 𝐶<
1̄

(60)

换句话说，振幅转移矩阵的作用就是将状态（C组成的列矩阵）乘以相位。

类似的，我们可以发现格林函数的公式

𝑇𝐺𝑛,0 = 𝑇𝐶>
𝑛 𝑔1 = 𝐶>

𝑛+1𝑔1 = 𝐺𝑛+1,0 𝑛 ⩾ 0
𝑇𝐺𝑛,0 = 𝑇𝐶<

𝑛 𝑔1 = 𝐶<
𝑛−1𝑔2 = 𝐺𝑛−1,0 𝑛 ⩽ 0

(61)

如预期的那样关联了相邻层的格林函数。因此，特征值方法产生的振幅转移矩阵可用于构造表面自能和格林函数，如

第 4节所示。

7.收敛性
在简单的截断方法中，格林函数是使用靠近表面的有限数量的层来计算的。在递归（简单迭代）和加速迭代方法

中，执行有限数量的递归和迭代步骤也相当于在距离接触面一定数量的原子层截断半无限介质。但是，与简单的截断

不同，截断的误差是可以估计的。振幅转移矩阵近似为级数 𝑇 =
∑

𝑖 𝑎𝑖，记 𝑇𝑛 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 为这个级数的前 𝑛个部分和。柯

西收敛准则指出 ∀𝜖 > 0, 𝑝 > 0,∃𝑛 > 0 : |𝑇𝑛+𝑝 −𝑇𝑛 | < 𝜖。特别的（𝑝 = 1），这意味着 ∀𝜖 > 0, 𝑝 > 0,∃𝑛 > 0 : |𝑎𝑛 | < 𝜖。因此，

级数 𝑎𝑛 → 0是收敛的必要条件，而不是充分条件。然而，检验柯西准则将需要计算 𝑇 到任意级数的能力，因此，在实

际计算中采用较弱的判据。

作为一个例子，我们考虑只有一个能带的一维半无限原子链。物理模型的参数选取为 𝐻0 = 𝑡，𝐻1 = 𝐻1̄ = 𝑤。图 4

（a）（b）显示了该链表面格林函数的实部和虚部。将收敛后的结果与使用简单迭代法在少量迭代 (n = 30)下得到的结果

进行比较。在图 4（c）（d）中比较了收敛的格林函数和在大量迭代 (n=300)后得到的格林函数。能量的虚部为 𝛿 = 0.01，
收敛的准则为 𝜖 = 10−6。图中纵坐标和横坐标都以无量纲量 𝑔 = 𝑤𝐺 和 𝑥 = (𝐸 − 𝑡)/𝑤为基本单位表示，其中 𝐺 和 𝐸 分别

为格林函数和能量。
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图 5（a，b）显示了块体格林函数的虚部和实部。将收敛结果与使用这种加速迭代方法进行少量迭代 (𝑛 = 5)得到的

结果进行比较。在图 5(c)和 (d)中，相同的函数在迭代方法进行几次迭代后绘制出来。与一般迭代迭代方法 (图 4)相比，

需要更少的迭代才能获得收敛性。

特征值法的结果与图 4和图 5的收敛结果没有区别。振幅转移矩阵的特征值表达式表示为一个未截断的连分式。

取能量的虚部 𝛿 → 0来逼近解析结果。使用大 𝛿 可以使结果收敛得更快，但可能导致不准确的结果。这对奇点周

围的区域尤其如此，如图 6(a)和 (b)所示。用迭代法计算的体格林函数的虚部和实部也观察到了同样的行为，如图 6(c)

和 (d)所示。在这些图中，能量的两个不同虚部进行了比较。在相同的迭代次数下，𝛿 = 10−1 得到的结果的偏差远远小

于 𝛿 = 10−2得到的结果 (图 4和图 5)，因此更接近收敛。然而，结果与准确的结果相差甚远。因此，更高的精度要求较

低的能量虚部，然而，使收敛速度慢得多。
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能量的虚部决定了两极周围峰顶的宽度和高度。粗略地说，当极点重叠以覆盖分隔两极的能量区间 𝛿 ∼𝑊/𝑁𝑝𝑜𝑙𝑒时，

就达到了收敛，其中 𝑁𝑝𝑜𝑙𝑒 是极点的数量，𝑊 是带宽的度量。更精确地说，𝛿应该大于 1/𝐷0(𝐸0)，其中 𝐷0(𝐸0)是状态
密度的最小值。如果我们保持精度不变指数递减 𝛿，我们需要指数增长的极点数量来维持给定的收敛水平。递归和迭代

方法在一个能量点 𝑥 = 0处的收敛性如表 1所示。从中可以看到，精确度的指数级增长导致递归方法的指数级减速。特

征值方法保持恒定的复杂性和不断增加的精度，因为用于求解复能带结构的直接方法只依赖于哈密顿矩阵的秩。
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8.非对角矩阵元
从格林函数的格点矩阵元素可以得到所有必要的格林函数矩阵元素。在块体中，由于平移不变性 (𝐺𝑛𝑛 = 𝐺00)，我

们不需要超过 𝐺00和 𝑇 和 𝑇− 来获得所有使用振幅转移矩阵（33）定义的格林函数矩阵元素。对于表面的情况，在物质

深处的 𝐺𝑛𝑛 与靠近表面的不一样。我们可以设计递归关系，使我们能够得到所有对角矩阵元素，并从中得到所有非对

角矩阵元素。由式 (8)开始，对于 𝑛 = 𝑛′ > 0有

𝐻̄0𝐺𝑛,𝑛 = −1− 𝐻̄1𝐺𝑛+1,𝑛 − 𝐻̄−1𝐺𝑛−1,𝑛 (62)

我们可以使用 𝑇 的定义

(𝐻̄0 + 𝐻̄1𝑇)𝐺𝑛,𝑛 = −1− 𝐻̄−1𝐺𝑛−1,𝑛 (63)

从中，利用表面格林函数公式 (24)的定义和振幅转移矩阵与表面格林函数 (37)的关系，我们得到

𝐺𝑛,𝑛 =


𝐺00 +𝑇𝐺𝑛−1,𝑛−1𝑆 𝑛 ⩾ 1

𝐺00 +𝑇𝐺𝑛+1,𝑛+1𝑆 𝑛 ⩽ −1
(64)
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第二个关系式是用类似的方法得到的。矩阵 𝑆和 𝑆− 是 𝑇 和 𝑇− 的类似物，用于提高或降低格林函数的第二个索引。它

们的定义如下:
𝐺𝑛,𝑚+1 = 𝐺𝑛,𝑚𝑆 𝑛 ⩽ 𝑚

𝐺𝑛,𝑚−1 = 𝐺𝑛,𝑚𝑆 𝑛 ⩾ 𝑚
(65)

块体格林函数和表面格林函数的表达式可以用 𝑆 和 𝑆− 来推导，使用的参数类似于公式 (35)和 (36)的推导。块体格林

函数变成了

𝐺00 = −(𝐻̄0 + 𝑆𝐻̄1̄ + 𝑆𝐻̄1)−1 (66)

左右两边的表面格林函数为

𝐺𝑅
00 = −(𝐻̄0 + 𝑆𝐻̄1̄)−1

𝐺𝐿
00 = −(𝐻̄0 + 𝑆𝐻̄1)−1

(67)

将式 (35)与式 (66)比较，可以发现两种振幅转移矩阵之间的简单关系

𝑆 = 𝐻̄1𝑇 (𝐻̄1̄)−1 𝑆 = 𝐻̄1̄𝑇 (𝐻̄1)−1 (68)

最后，我们可以使用 𝑇 (𝑇−)和 𝑆(𝑆−) 作为 𝐺𝑛,𝑛 上的升降操作符，以获得所有格林函数矩阵元素。

9.总结
我们考虑了计算表面格林函数的各种方法。在我们的统一处理中，很容易看出，这些方法本质上相当于计算与表面

有关的自能的不同方法。递归方法是最古老的，也是最慢的，但它有一个优点，即它可以应用于非均一系统，实际上可

以逐层构建系统的格林函数。如果系统是由相同的层构成的，迭代法提供了一种非常实用和方便的加速计算的可能性。

它绕过了波函数的计算和复杂的带结构。如果需要波函数，特征值法是更好的选择，因为它允许波函数和格林函数的

计算在一个步骤。它也可以是更高精度应用的最快方法。

10.matlab代码
10.1递归和迭代

clc

clear

H0=0;

H1=1;

eta=0.01;

Im_gr = [];

Re_gr = [];

for E = -3:0.1:3

g_temp = 0;

for jj=1:10000

g_temp=inv(E+1j*eta-H0-H1*g_temp*H1’);

end

Re_gr = [Re_gr,real(g_temp)];

Im_gr = [Im_gr,imag(g_temp)];

end plot(1:length(Re_gr),Re_gr);

hold on;

plot(1:length(Im_gr),Im_gr);

legend(’gr’,’gi’);

10.2振幅转移矩阵
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clc

clear H0 = 0;

H1 = 1;

H_1 = 1;

eta = 0.01;

Re_gr = [];

Im_gr = [];

for E = -3:0.1:3

E

% T = [0];

T = 0;

T_ = 0;

u = -1/(H0-(E+1j*eta))*(H_1);

v = -1/(H0-(E+1j*eta))*(H1);

for jj=1:100000

% T = [T,1/(1-v*T(end))*u];

T = 1/(1-v*T)*u;

T_ = 1/(1-u*T_)*v;

end

% g_temp = -1/(E-H0+(E-H1*T(end)));

g_temp = -1/(H0-(E+1j*eta)+(H1)*T);

Re_gr = [Re_gr,real(g_temp)];

Im_gr = [Im_gr,imag(g_temp)];

end

plot(6*[1:length(Re_gr)]/length(Re_gr),Re_gr);

hold on;

plot(6*[1:length(Im_gr)]/length(Im_gr),Im_gr);

legend(’gr’,’gi’);
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